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Modelovani procesu
na dopravnich sitich

Petr Cenek

Pieprava zasilek po usecich dopravni sité je zakladnim procesem v dopravnich systémech
a dulezitou ¢asti ¢innosti logistickych systémii. Optimalni fizeni dopravnich procesu p¥inasi
lepsi kvalitu sluzeb, isporu ndklada a snizuje Skodlivé vlivy dopravy na Zivotni prostiedi.
Tvorba vhodnych modeli je zdkladem pro optimalizaci procesti na dopravnich sitich.

Uvod

Problematika modelovani procestt na dopravnich sitich volné na-
vazuje na ¢lanek [1], ve kterém jsme ukazali, Ze dopravni systém
muizeme rozdélit na dopravni sit (infrastrukturu), dopravni proudy
a ridici podsystém. Dale jsme rozdélili modely dopravnich systé-
mu na modely makroskopické a mikroskopické. Stru¢né feceno,
mikroskopické modely se zabyvaji podrobnéj$im popisem pohybu
(dynamiky) jednotlivych vozidel, zatimco v makroskopickych mo-
delech se zabyvame spiSe planovanim budovani sité¢ a uré¢ovanim
optimalnich cest vozidel. Dopravni proudy reprezentujeme pie-
pravovanym mnozstvim a nezajimame se o dynamiku jejich pohy-
bu. Pravé makroskopickym modeltim a odpovidajicim optimali-
za¢nim metodam se budeme dale vénovat.

Ulohy, které mame fesit, predstavuji prevazné problémy kombina-
torického charakteru, pri kterych hledame nejlep$i variantu
z mnozstvi pripustnych variant reseni. Mezi typické dlohy patii
hledani optimalnich cest v siti (pro pfepravu mezi uzly sité¢ anebo
pro okruzni jizdy pii svozu a rozvozu zasilek), ¢asové rozvrhy jizd,
umistovani stfedisek v siti pro obsluhu pozadavku v uzlech a na
usecich sité (loka¢ni tiloha) a iloha navrhu sité (vybér useku, kte-
ré umozni prepravu zasilek na siti za minimalni cenu).

VSechny popisované tulohy musi byt feSeny na konkrétné zadané
siti, proto ma dopravni sit a jeji model nezastupitelné misto a bu-
deme se budovani takovych modelt vénovat podrobnéji. Pro rese-
ni tlohy potiebujeme model a spravné vstupni tdaje, optimalizac-
ni metody pro feSeni problémt a v neposledni radé prostredky
pro prezentaci modelu a vysledki feseni uzivateli. Ukazeme proto
jak matematickou formulaci uloh, tak i moznosti jejich grafické
prezentace.

Dopravni sit

Dopravni sit predstavuje infrastrukturu, po které se mohou pohy-
bovat zésilky (vozidla anebo zpravy). Je tvofena uzly a aseky sité,
kde pod uzly miiZzeme rozumét obce, mésta, Zelezni¢ni stanice, po-

Obr.1 Ukazka modelu dopravni sité

¢itacové servery anebo telefonni ustiedny a useky tvori komuni-
kace mezi témito uzly (Zelezni¢ni trati, silnice, vodni toky, telefon-
ni anebo datové kabely a pod.). Pro ilustraci je priklad dopravni si-
té ukazan na obr. 1.

Priklad sité na obr. 1 predstavuje model obecné sité. Na modelu vi-
dime uzly oznac¢ené krouzky s ¢isly (jmény) uzli a tseky spojujici
jednotlivé uzly. Useky mohou byt neorientované anebo orientova-
né (oznacené Sipkou na konci jako napft. usek z uzlu 1 do uzlu 2).
Usek muize byt reprezentovan pouze tsedkou mezi koncovymi
uzly anebo muze mit libovolny tvar (obecné kiivky nebo lomené
¢ary), ktery lépe odpovidd skute¢nému tvaru komunikace. V ob-
razku je déle ukazan popis zakladnich udaju o siti. Po¢ate¢ni a kon-
covy uzel ur¢itého tseku miizeme obecné oznalit indexy napf.
i aj, jak je ukazano na obrazku, piepravované mnozstvi na daném
useku potom oznac¢ime x; a ohodnoceni tseku c¢;. Ohodnoceni
useku vyjadiuje naklady na piepravu po daném tseku, napiiklad
vzdalenost, dobu jizdy, spotfebu pohonnych hmot atd.

Dopravni sit na obr. 1 silné pfipomina graf pouzivany v teorii gra-
fu. Skute¢né bychom mohli model z obr. 1 povaZovat za graf.
Pojem dopravni sit pouzivime proto, abychom odlisili infrastruk-
turu realného dopravniho systému od ¢isté matematické struktu-
ry znamé z teorie grafii. V redlnych dopravnich sitich (na rozdil
od grafu) probiha fada procest, jako pieprava zasilek (dopravni
proud), shromazdovani a tfidéni zasilek. Prvky dopravni sité¢ mo-
hou mit mnoho dal$ich parametrt, jako jsou kapacitni a rychlost-
ni omezeni na usecich, graficky motiv a pod. Pro jednoduché tlo-
hy, kterymi se budeme dale zabyvat, bychom mohli pro dopravni
sit alternativné pouZivat i pojem graf.

Dopravni uloha

Obr. 1 predstavuje graficky model dopravni sité¢ a muZe slouZit ja-
ko zobrazovaci prostredek pro komunikaci s uzivatelem. Abychom
mohli resit uréitou optimaliza¢ni ulohu, potiebujeme vytvorit ma-
tematicky model daného problému a pomoci takového modelu
a vhodné optimaliza¢ni metody resit nas problém. Pro ukazku po-
stupu pri tvorbé matematického modelu pouzijeme jako priklad
dopravni ulohu.

Dopravni tloha predpokladd dva druhy uzlt sité. Ve zdrojich vzni-
kaji zasilky, které maji byt po siti prepravovany. Zdroje mohou
predstavovat naptiklad vyrobni podniky produkujici lednicky,
pracky, loziska, uhli nebo pisek atd. Druha skupina uzli jsou spo-
trebitelé (usti sité), ktefi maji urc¢ité pozadavky na dodané mnoz
stvi téchto produkti. Mame-li omezené kapacity zdroju, uréené
pozadavky spotiebiteltt a ohodnoceni useku sité predstavuje jed-
notkové naklady (néklady na piepravu jednotky produktu z po¢a-
te¢niho do koncového uzlu), potom te$eni dopravni ulohy uréuje
optimalni mnozstvi produktti, které maji byt dopravovany po kaz-
dém useku sité¢ (v nasem pripadé od zdroje ke spotiebiteli). Musi
to probéhnout tak, aby nebyly prekroceny kapacity zdroju, byly



M=2 (pocet spotiebitelii)

N=3 (pocet zdroji)
Obr.2 Graficky model dopravni tlohy

uspokojeny pozadavky vSech zakaznikl a celkové naklady na pie-
pravu byly minimalni.

Na obr. 2 je ukazan graficky model dopravni ulohy, ktery je snad-
no pochopitelny i nezku$enému uzivateli. V systému mame ti
zdroje Z1, Z2 a Z3 a dva spotiebitele S1 a S2. Produkty mtizeme do-
pravovat od kazdého zdroje ke kazdému spottebiteli s jednotkovy-
mi néklady, které jsou oznac¢eny u kazdého useku (napft. c¢i; = 2 pro
usek od zdroje Z1 ke spotiebiteli S1).

Matematicka formulace optimalizaéni ulohy

Nasim tkolem bude vybudovat matematicky model dopravni tlo-
hy, ktery miZe slouZit pro nalezeni optimalniho fegeni. Ukolem je
nalézt takové reseni, které bude vyZadovat minimalni celkové na-
klady na prepravu, a proto si tyto ndklady musime nejprve vypoci-
tat. Jestlize na useku (i,j) ze zdroje Zi ke spotiebiteli §j budeme
prevaZet mnoZstvi x; a preprava kazdé jednotky bude stat ¢;, po-
tom celkové naklady na prepravu celého mnozZstvi na useku (i,j)
budou x; - ¢;. Ndklady na prepravu v8ech produktu od zdroji ke
spottebitelim budou souétem naklad na véech usecich, tedy
C= Xy €1 + Xy " Cop + X3 C3 + X1 - Cpp + Xpg - €y + X35 €y

resp. zapsano v obecném tvaru (pro pocet zdroji N =3 a pocet spo-
tiebitelt M = 2)

3 2
C=3 Y x;¢

i=1j=1

Celkové naklady jsou kritériem kvality re$eni dopravni ulohy a ci-
lem je tyto celkové naklady minimalizovat, tedy nalézt

N M
min Y, 3 x; ¢

i=1j=1
Regeni tlohy musi spliiovat podminky, které jsou vyjadreny ve
slovni formulaci ulohy, tzn. nesmime piekrocit kapacitu zdroju,
a musime splnit poZadavky v$ech spottebitelil. Pro kazdy uzel sité
pritom plati, Ze v ném zZadné produkty nevznikaji ani se neztraceji,
tzn. co do uzlu ptijde, musi z ného také odejit (podminka zachova-
ni toku v uzlech sité). Do zdroje ptitom piichazi mnoZstvi znazor-
néné hodnotou v trojuhelni¢ku smétujicim do uzlu a u spottebite-
le se spotiebovava (zanikd) mnoZstvi znazornéné hodnotou
v trojahelni¢ku smétujicim z uzlu ven. Pri formulaci rovnic zacho-
vani toku v uzlech sité budeme zachovavat pravidlo, Ze prichéazeji-
ci mnozstvi budeme pric¢itat a odchazejici mnozstvi budeme odeci-
tat. Napitiklad ze zdroje Z1 odchéazi mnozstvi x; ke spotiebiteli S1
a mnozstvi x;; ke spotiebiteli S2, pro zdroj Z1 bude tedy platit pod-
minka zachovani toki

(z1)
resp. po prevedeni konstanty na pravou stranu rovnice
(zr)

+5=x;;,=x,=0

— X~ X =5

Podobné vytvorime podminku zachovani toku v uzlu spotiebitele
S1, do kterého prichazeji mnozZstvi x;; od zdroje Z1 a mnoZstvi xy,
od zdroje Z2. Podminka bude mit tvar

(SL) +x,+x,;-6=0
a po prevedeni konstanty na pravou stranu rovnice
(SL)  +x;,+x, =+6

Podobnym zptsobem vytvoiime podminky zachovani toku ve
v$ech uzlech modelu a dostaneme nasledujici soustavu rovnic

(Zl:) —X;, —Xp, = -5
(z2) —Xy1 —Xp» = -7
(Z3) X3 —Xp = 2
(SL) +xp +Xy; +x3; = +6
(s2) +Xy, +Xpy +x5 = 48

Pro vSechny proménné x; musi, samoztejmé, platit, Ze dopravova-
né mnozstvi nesmi byt zaporné. Vyjadiime-li nyni podminku opti-
malniho feSeni i podminky zachovani toki v obecném tvaru po-
moci sum, dostaneme nasledujici model dopravni ulohy

N M
mmz lej CU
i=1j=1
za podminek
M
X =d:

ij i
1

proi=12,...,N

~.
Il

(podminky zachovani tokt ve zdrojich)

M=
&

1}
\b‘

proj=12,....M

(podminky zachovani tokti pro spotiebitele)
x;20 proi=12,....,.N a j=12,....M
Uvedend matematicka formulace dopravni tlohy predstavuje li-
nearni model, protoZe jak ucelova funkce vyjadtujici cil optimali-
zace, tak véechny podminky zachovani tokt v uzlech sité se skla-
daji pouze ze soucttt anebo rozdilii linearnich vyrazt, ve kterych
se vyskytuje vZdy jen jedna proménnd, vynasobena konstantou, ale
7adna funkce nebo mocnina proménné nebo ndsobeni vice pro-
ménnych. Takovym modeltiim tikdme modely linearniho progra-
movani a odpovidajici ulohy muzZeme v obecném pripadu resit na-
priklad simplexovou metodou.

Popis dopravni tlohy (a uloh na sitich vSeobecné) jako ulohy li-
nearniho programovani nam poslouzilo k zatfidéni téchto tloh
do $ir$i kategorie optimaliza¢nich tloh. Pouziti obecného algorit-
mu pro ulohy linearniho programovani (napi. simplexové metody)
pro reseni takovych tloh by v$ak bylo neefektivni, protoze existu-
ji mnohem vykonnéjsi algoritmy vyuzivajici zvlastni struktury dloh
na sitich (napt. madarska metoda, kterd muZe byt pouZita pro re-
Seni dopravni tlohy).

P#i matematické formulaci dopravni tlohy jsme témér intuitivne
dospéli od grafického k matematickému modelu a pravdépodobné
existuje i opac¢na cesta, jak z matematické formulace vytvorit gra-
ficky model. Abychom mohli graficky model vytvorit, musi se jed-
nat skute¢né o model dlohy na siti, a musi proto platit nasledujici
podminky:

1. V kazdém sloupci soustavy omezujicich podminek (pro kazdou
proménnou) musi byt pravé dva koeficienty nenulové. Jeden se
zapornou hodnotou (-1) v podmince zachovani toki1 v pocatec-
nim uzlu a druhy s kladnou hodnotou (+1) v podmince pro kon-
covy uzel odpovidajiciho aseku.

2. Poc¢et omezujicich podminek musi byt roven poétu uzlu sité.

. Pocet pouzitych proménnych musi byt roven poétu useku sité.

4. Pokud dodrzime zvoleny zptisob orientace tokti (kladné zna-
ménko pro prichazejici a zaporné pro odchazejici tok), bude
hodnota pravé strany rovnice urcovat, Ze:

— pii zaporné hodnoté pravé strany rovnice se jednd o zdroj,
— pii kladné hodnoté pravé strany rovnice se jedna o spotiebi-
tele,

w
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— pii nulové hodnoté pravé strany rovnice se jedna o tranzitni
uzel, kterym pouze produkty prochazeji (v ptikladu na obr. 2
se takovy uzel nevyskytuje).

Modifikace modelu dopravni tlohy

Model na obr. 2 predstavuje zakladni variantu dopravni tlohy, kde
uzly jsou rozdéleny na dvé disjunktni mnoziny zdroju a spottebite-
It Jednou z moznych modifikaci je zobecnéna dopravni dloha,
ve které muze byt mezi zdroji a spotiebiteli libovolny pocet tran-
zitnich uzlt, predstavujicich napriklad sklady, velkoobchodni pro-
dejny apod. Priklad takové dlohy je ukazan na obr. 3.

Dal$i vlastnosti dopravni tlohy podle obr. 2 (o které jsme se zatim
nezminili) byla jeji vybilancovanost, coZ znamen4, Ze soucet kapa-
cit v§ech zdroju byl roven souctu pozadavkil véech spotrebitelti

N M
Z“i = Zb;
i=1 j=1

V tomto pripadé jsou vSechny pozadavky odbérateli uspokojeny
a zadny ze zdroju nezustane nevyuzity. Pokud dopravni tloha ne-
ni vybilancovana (jako napt. na obr 4) a mame pi'ebytek na strané
zdroju (resp. spotiebitelt1), musime do modelu pridat dalsi fiktivni
uzel pro spotrebitele (resp. zdroj) tak, abychom prebytek kapacit
zdroju odcerpali timto fiktivnim spotiebitelem, resp. abychom
prebytek pozadavkil spotiebitelt uspokojili fiktivnim zdrojem.
Na obr. 4 je model upraven pro pripad prebytku na strané kapacit
zdrojt.

K modelu je pridan fiktivni spotiebitel fS 3 s pozadavkem rovnym
prebytku kapacit zdroju, ktery vypoc¢teme jako rozdil sou¢tu kapa-
cit zdroju a souctu pozadavkil vech spotiebiteltt

N M
by = Zai - ij
i=1 j=1

Model musi byt dale doplnén o nové dseky od vSech zdroji
k fiktivnimu spottebiteli. Pokud vypocteme presné velikost poza-
davku pro fiktivni zdroj, jako v nasem pripadé, na ohodnoceni téch-
to novych usekt nezalezi. Pokud bychom pozadavek fiktivniho spo-

fiktivni
spotiebitel

Obr.4 Uprava modelu nevybilancované dopravni tilohy

trebitele stanovili vét$i neZ je nutné pro dosazeni vybilancovanosti
tlohy, bylo by tfeba nastavit ohodnoceni novych usekti na dos-
tate¢né velkou hodnotu (v nasem pripadé jsme ji symbolicky ozna-
¢ili o0).

Model dopravni tlohy mtiZe slouZit nejen pro planovani doprav-
nich procest, ale pomoci takovych modelti miZeme planovat i fi-
nan¢ni toky, muzeme pomoci nich planovat tlohy skladovani a mi-
Zeme modelovat i riizné vyrobni ¢innosti a hledat mozZnosti jejich
optimalniho planovani.

Hledani cest v siti

Velké mnozstvi optimaliza¢nich tloh na sitich predstavuje hledani
optimalni (obvykle nejkratsi) cesty v siti. Uloha hledani cesty v si-
ti je ilustrovana obr. 5.

Obr.5 Uloha hled4ni cesty v siti

Na obrazku je silnéj$i ¢arou vyznacena cesta z uzlu s do uzlu ¢
Hledéni nejkratsi cesty si miizeme predstavit jako hledani nejlev-
néj$i moznosti prepravy jednotkového toku (coZ muzZzeme inter-
pretovat napt-. jako jizdu jednoho vozidla) z po¢ate¢niho do konco-
vého uzlu. Proménna x; bude urcovat, zda usek byl vybran
do cesty (v tom pripadé bude hodnota x; = 1) anebo v cesté nebyl
pouzit (potom x;; = 0). Protoze v bézné dopravni siti nen{ kazda dvo-
jice uzlli spojena usekem, pouzijeme oznaceni H pro mnozinu
vsech existujicich usekt v siti (i,j) € H. Délku cesty, ktera je kri-
tériem optimalnosti feSeni, potom miiZeme vypocitat jako soucet
ohodnoceni tseki sité pouZitych v cesté

Zx,-,--cij

(i./)eH

Omezujici podminky budou piedepisovat podminku zachovani
jednotkového toku ve vSech uzlech na cesté. Pro pocdtecni uzel
cesty (ktery muzZeme povazovat za zdroj podle piredchazejiciho
modelu) musi platit, Ze soucet v§ech proudt vychazejicich z uzlu
musi byt roven jedné (pravé jednim usekem z uzlu vychazime)

2% =1

(i.j)eH

proi=s

a podobné pro soucet toku prichazejicich do koncového uzlu musi
platit

2x,-j=1

(i.j)eH

pro j =t

Pro vSechna ostatni uzly sité k£ musi platit, Ze v nich Zadny proud
nevznika ani nekondi a rozdil sou¢tu proudit do uzlu ptichazejicich
a z uzlu odchazejicich proto musi byt roven nule

Zx,-k = z—x,j =0

(i,k)EH (k,j)eH

prok#s a k#t

Pro ulohu hledani cest navic bude platit podminka, Ze proménné
x;; mohou nabyvat pouze hodnot 0 anebo 1

x; €{0,1} pro vsechny (i, j) € H



DalsSi optimalizaéni ulohy na sitich

Dopravni dloha a hledani nejkratsi cesty v siti jsou asi nejjedno-
dussi optimaliza¢ni ulohy na siti. Dal$i ulohy uz jsou podstatné na-

vy s

Lokac¢ni tloha hleda optimalni pocet a umisténi stiedisek v uz-
lech sité (napt. umisténi skladu, vyrobnich kapacit, sefadovacich
stanic a pod.) tak, aby naklady na vybudovéni a provoz stredisek
spolu s néklady na obsluha poZadavk na siti byly minimalni.

Svozni a rozvozni ulohy fes$i problematiku optimalizace svozu
a rozvozu zasilek do, resp. ze strediska. V tloze obchodniho ces-
tujiciho je ti'eba vyijit ze strediska, navstivit véechny uzly sité prave
jednou a vratit se zpétky do stiediska tak, aby celkova délka cesty
byla minimalni. V tiloze obchodniho cestujiciho se nepo¢itd s ome-
zenou kapacitou vozidla ani s jinymi dal$imi omezujicimi podmin-
kami. Uloha okruznich jizd ¥esi podobné jako tloha obchodniho
cestujiciho problematiku obsluhy vSech uzlu sité avsak respektuje
pritom omezenou kapacitu vozidla a obsluha se proto rozdéli zpra-
vidla na vice okruznich jizd.

Navrh sité je vypocetné nejnaro¢néjsi ulohou a ma za ukol z mno-
Ziny H v$ech piipustnych relaci (mutZe se jednat o budovani fyzic-
kych komunikaci — Zelezni¢nich trati, silnic, anebo o nabidku do-
pravnich sluzeb jako jsou vlakové, autobusové anebo letecké
spoje) vybrat optimalni podmnoZinu R tak, aby dopravni pozadav-
ky na prepravu na siti byly obslouZeny s minimalnimi naklady.
Celkové naklady se pritom skladaji z nakladu na vybudovani vy-
branych relaci (postaveni silnice, zavedeni autobusového spoje
apod.) a z nakladt na vlastni obsluhu dopravnich pozadavkd, za-
danych obvykle matici intenzit pozadavki na prepravu z kazdého
do kazdého uzlu sité.

Zavér

Dopravni procesy jsou duleZitou ¢asti kazdodenniho Zivota.
Optimalni tizeni dopravnich procest proto muZe prinést vyznam-
né uspory ndkladu a zvysit kvalitu poskytovanych sluzeb. Potieb-
na optimalizace je ptitom pomérné jednoduchd a snadno vyuzitel-
na v praxi. Spole¢nostem, které ji vyuzivaji (Casto spole¢né se
zavadénim inteligentnich dopravnich systémit), piinas$i kompara-
tivni vyhodu a moZnost zlep$eni jejich postaveni na trhu oproti spo-
le¢nostem, které moderni metody fizeni nepouZivaji.

Clanek se snazl vysvétlit zakladni postup pti tvorbé optimaliza¢-
nich modeli, a to jak grafického modelu, pomoci kterého se muze
uzivatel sezndmit s ndvrhem optimalniho fe$eni (piipadné navrho-
vat upravy re$eni), tak i matematického modelu, ktery pouzivame
pro formalni popis problému a pro potieby navrhu a implementa-
ce optimaliza¢nich algoritmu. Za hlavni cil jsme ptitom povazovali
potiebu seznamit $ir$i okruh ¢tenartt s principy modelovani do-
pravnich procesti a moznosti optimalizace jejich rizeni.

Pro teSeni konkrétni ulohy bychom potitebovali jesté kvalitni
vstupni ddaje a vhodnou metodu reseni. Nanes$tésti udaje o do-
pravni infrastruktut'e a dopravnich proudech jsou rozsahlé soubo-
ry dat a v nasich podminkach jsou tyto udaje zpravidla té¢zko do-
stupné a malo kvalitni. Ve svété je ptiprava takovych udaju feSena
Casto jako statni zakdzka a uidaje jsou poskytovany za prijatelnych
podminek (napi.v USA zdarma od Federal Bureau of Statistics,
v Némecku priblizné za cenu vyhotoveni datového nosice v karto-
grafickém ustavu). TéZkd dostupnost vstupnich dat je tedy v na-
Sich podminkach nejvaznéjsi brzdou optimalizace fizeni doprav-
nich procest.

Dal$i problémy praktické implementace optimaliza¢nich metod
jsou snaze reSitelné. Optimaliza¢ni algoritmy pro vétSinu béZnych
optimaliza¢nich tloh jsou zndmé a dovoluji nalézt optimalni anebo
alespon kvalitni suboptimalni feSeni ulohy v piijatelném case.
Informace o optimaliza¢nich algoritmech muZe ¢tenar nalézt

v publikacich [2], [3], [4] uvedenych v seznamu literatury, piiklad
algoritmu Tabu search je popsan v prispévku [5].
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