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ekonomické analyzy firem (2)

3. Nékteré zakladni charakteristiky
produkénich funkci

Pfi konstrukci a odhadu parametri produkénich funkei se vycha-

zi z uréitych apriornich predpokladd, jejichZ platnost v konkrét-

nich aplikacich je tfeba provérovat. Pro produkéni funkei dle (1)

se obvykle pozaduje splnéni téchto podminek:

e £ (X) 20, je-li X (X1, X2, -+, Xiyery Xm) 2 0.

* f(x) je kone¢nd neklesajici funkce.

e Pro f (x) existuji spojité parcidlni derivace aspon druhého fadu,
pri¢emz pro kazdé i =1, 2, ..., m, plati

fi = M >0
E)xi (2)
2
T fz(x) <0
Xi (3)

Podminka (2) znamen4, Ze objem vyroby roste pfi zvétSeni obje-
mu kteréhokoliv vyrobniho faktoru, ziistdva-li objem ostatnich
faktorti nezménén. Splnéni podminky (3) 1ze interpretovat tak, ze
kfivka vyroby je pro libovolny i-ty vyrobni faktor konkavni, tak-
Ze zvétSeni objemu jednoho faktoru pfi konstantnim objemu zby-
vajicich vyrobnich faktori vede ke klesajicim pfirGstkiim objemu
vyroby.

Interpretaci nékterych vlastnosti a charakteristik produkénich
funkci ukazeme na nejastéji v praxi pouzivané dvoufaktorové
produkéni funkei. Ta popisuje zavislost objemu vyroby y na za-
kladnich fondech F a lidské praci P.

V souladu s (1) 1ze zapsat dvoufaktorovou produké¢ni funkei ve tva-
ru (4)

y="f(FP) @)
Produkéni funkcee (4) miize byt v urcitych pripadech v bodé (F, P)
homogenni funkci libovolného stupné, pokud vyhovuje podmin-
ce (5)

f(LF,AP) =1 f(F,P)AL>0 ®
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Z (5) vyplyva, Ze rovhomérné zvyseni objemu vyrobnich faktord
A-krat, nazyvané zvétSenim rozsahu vyroby, ma za nédsledek rast
objemu vyroby A'-krat. Parametr r > 0 urcuje stupefi homogenity
produkéni funkce a charakterizuje vynos (efekt) z rstu rozsahu
vyroby. Je-li parametr r > 1, potom objem vyroby vzroste vice nez
objem vyrobnich faktordi, nebo — jinak fe¢eno — efekt z rozsifeni
rozsahu vyroby je kladny. Je-1i r < 1, efekt z rtistu rozsahu vyroby
je zaporny a tudiz objem vyroby roste pomaleji nez objem vyrob-
nich faktord.

Je-li parametr r = 1, potom tempo riistu objemu vyroby je stejné
jako zvétSeni rozsahu vyroby, lze tedy hovorit o konstantnich vy-
nosech vzhledem k objemu vyrobnich faktort. Tzn., Ze efektiv-
nost vyrobniho procesu nezavisi na rozsahu vyroby. Takovato pro-
dukéni funkce se nazgva homogenni funkci prvniho stupné.

4. Cobbova - Douglasova produkéni funkce

Jednou z nejznamé;jsich a v praktickych aplikacich nejcastéji po-
uzivanou produkéni funkei je dvoufaktorova Cobbova — Dougla-
sova produkéni funkce (CDPF), jejiz statickd podoba ma tvar
funkce dle (6):

y=a-F* ph )
kde a, o, B jsou kladné parametry. Hodnota parametru a zavisi

na zvolenych mérovych jednotkach vsech tfi proménnych, ziro-
vei je predurcena i efektivnosti vyrobniho procesu.

Tzv. pfirtstkovd produktivita zdkladnich fonda fr je ddna vzta-
hem (7):
fe :ﬂ:ocl-a-FO‘-PB ot
JoF F F %)
a tzv. prirtstkova produktivita zivé prace fp je dana vztahem (8)
f, :ﬂzﬁi.a.pa.pﬁ -pY
JP P P (8)
Parametry o a B vystupuji jako konstanty proporcionality mezi
prirtstkovymi a primérnymi produktivitami obou faktord a pfed-
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stavuji tzv. koeficienty pruznosti vyroby vzhledem k zdkladnim
fondim, popf. k Zivé praci.

Tzv. prirtstkové miry substituce faktorti F a P (jednoho faktoru
druhym) lze pro CDPF vyjadfit vyrazy podle (9):

fe_ ¥y . gy_oP
Sp=—=0=: pf==—
Tt F TP BF
fo _ay . y_BF
_BP.OL r

SFTE F aP
F )

Ze vztaht (9) vidime, ze pro CDPF prirtistkova mira substituce
zavisi pouze na proporci obou vyrobnich faktort. Koeficient
pruznosti substituce vyrobnich faktorii ¢ je pro CDPF roven 1
(6 =1) v kazdém bodé (F, P). Tzn., Ze zméné prirtstkové miry
substituce jednoho vyrobniho faktoru druhym odpovidé stejni
zména proporci faktord.

Stupen homogenity CDPF je dan sou¢tem parametrt o + . Tzn.,
ze v pripadé CDPF nezavisi efektivnost vyrobniho procesu na roz-
sahu vyroby, plati-li o + B = 1. Pokud o + B < 1, pak priimérné
niklady na jednotku produkce pfi zvétSeni rozsahu vyroby ros-
tou, zatimco pro o + [ > 1 klesaji. Tato vlastnost CDPF, tj. urcity
stupent homogenity, plati pro v§echny body (F, P) CDPF a nezavi-
si na velikosti (objemu) jednotlivych vyrobnich faktord.

Pfi odhadu parametra statické (na Case nezavislé) CDPF lze po-
uzit nékolik riiznych postupi. Jednim z nich je aplikace metody
nejmensich ¢tvercii na logaritmicko — linedrni tvar produkéni
funkce dle vztahu (10)

Iny;=Ina+a-InF+B-InP+g proi=1 2, ...,n (10)

kde vi, Fi a Pi jsou prufezova data, predstavujici i-td pozorovani
proménnych, zjisténa u celkového poétu n relativné stejnorodych
vyrobnich jednotek (firem, odvétvi, ekonomik). Pfedpoklada se,
Ze parametry oo a B jsou stejné pro kazdou vyrobni jednotku
a technické ¢i vyrobni rozdily mezi vyrobnimi jednotkami jsou
zahrnuty do proménné &; produkéni funkce.

Uz je prikladové uvedeme hojné vyuzivanou tzv. Tinbergenovu
dynamickou CDPF, kterd ma tvar dle (11)

kde proménny parametr ap - e" = a, ktery v ¢ase exponencialné
roste, méfi ménici se efektivnost vyrobniho procesu v dasledku
pisobeni technického pokroku (know-how).

Yt :ao'em":tu‘PtB

5. Produktivni funkce - derivaty produkéni funkce

V kazdém vyrobnim procesu se jedna o kombinaci urcitych vstu-
pt (vstupnich vyrobnich faktort), které v procesu vyroby rizno-
rodych komodit a/nebo sluzeb jsou spotfebovavany k tvorbé urci-
tych vystupt (objemu vyroby).

Mnozstvi vyrobené produkce y a nezbytnych vstupti se daji zjis-
tovat jako jednotlivd mnozstvi potfebnych vstupnich vyrobnich
faktort (zdkladnich fondd, materiald, finan¢niho kapitalu, ptdy,
prace, energie atd.) X1, X2, ..., Xi, ..., Xm pro tvorbu pozadovaného
mnozstvi vystupd. Vime také, ze vztah mezi vstupy a vystupy je
definovan obecnym tvarem produkéni funkce y = f (x4, X2, ..., Xi,
..., Xm) dle vztahu (1). Jedn4 se tedy o obecné vyjadieni néjaké ma-
tematické funkce o m proménnych (tj. do v§robniho procesu
vstupujicich vyrobnich faktor). Aby bylo mozné s touto funkei
o vice proménnych v praxi bézné pracovat, pak se v makro- i mi-
kroekonomické praxi bézné zjednoduSuje trojim zptsobem [11]:

a) Agregaci vyrobnich faktort do dvou zdkladnich skupin:
1. Vyrobni faktory vyjadfujici minulou praci (stroje, naradi,
materialy apod.).
2. Vyrobni faktory vyjadrujici soucasnou zivou praci (délnici,
pracovnici firemniho managementu, externi odbornici
apod.).

HE .

Pfi praktickych makro- a mikroekonomickych analyzich se
objem produkce obvykle vyjadfuje pouze v zavislosti na dvou
vyrobnich faktorech — zakladnich fondech F a lidské praci P
dle vztahu (4), resp. obecné x; a Xp. Vyuziva se tedy dvoufakto-
rova produkéni funkee y = f (Xq, X2).

b) Parametrizaci postupné podle jednotlivych vyrobnich faktort
podle vztahta (12):

vy = F %0, x0, L xD)
Yo = O, X0 X2, ., X0)

ya = F O, %3, %, ., X0, .. x0) (12)

kde formaélni oznadeni X%, X%, ..., XY, ..., X% oznacluje tzv. pa-
rametrické konstanty. Tim vznika tzv. produktivni funkce pro
vyrobni faktory Xi, X, ..., Xi, ..., Xm @ vZdy sledujeme produkti-
vitu, tj. pfinos pro vystup, jen jednoho z vyrobnich faktord.

¢) Vyjadfenim produkéni funkce v podobé tzv. izokvanty, u niz je
parametrickou konstantou mnozstvi vystupu Y, lze obecné za-
psat vztahem (13):

y0 = £ (X, Xy, ..
Pokud vyuzijeme agregované, tj. pouze dvoufaktorové pro-

dukéni funkce podle bodu a), pak izokvanta ma podobu dle
(14), coz je ovsem jen jinak zapsany vztah (4):

y'=10qx) (14)
Izokvanta je takova kfivka, kterd graficky zobrazuje pribéh
dvoufaktorové produkéni funkce pro konkrétni (konstantni)
objem vyroby. Soustava izokvant je soustava kfivek (éar) stej-
ného sklonu zakriveni pro vSechny mozné kombinace vyrob-
nich faktor X; a Xz, vedoucich k v§robé stejného mnozstvi
produkce Yo.

X X)) (13)

Pro béznou praxi ma nejvétsi vyznam produkéni funkce v podo-
bé produktivni funkce, a to obvykle se dvéma agregovanymi vy-
robnimi faktory. Jedn4 se tedy o ucelovou kombinaci podle bodi
a)ab). Tzn. pro dvé produktivni funkce zapsané — v souladu s for-
malnim zdpisem (12) — jednoduchymi vztahy (15):

yi=f00xg)  Ya=F0d%) (15)

Ekonomicka teorie [1], [2], [3], [4], [7], [11] zde vychazi z toho, Ze
nejprijatelnéj$i tvar produktivni funkce je didn matematickou
funkci tretiho stupné, kterd je monotoénné stoupajici a je zpocat-
ku progresivni a pak (pozd¢ji) degresivni. Ma tedy (podobné jako
nikladova funkce) inflexni bod, avsak jeji pribéh je inverzni
k pribéhu funkce nakladové.

KaZda matematicka funkce, kterd se pouziva pro modelovani eko-
nomickych vztaht, se zpravidla k tomuto modelovéni vyuziva jen
z¢asti. To proto, ze se obvykle vyuziva pouze kladny, tj. ekono-
micky mozny obor funkce a z ného ¢asto jen ta ¢ast funkce, ktera
je stoupajici — tj. tzv. ekonomicky smysluplny obor funkce.

V ekonomické praxi se nejvice vyuzivaji ¢tyfi druhy produktiv-
nich funkci: linedrni, progresivni, degresivni a progresivné — de-
gresivni (blize [10], [11]).

6. Priklad odhadu dynamické produkéni funkce
pro pramysl virtualni ekonomiky

M¢jme odhadnout parametry Tinbergenovy dynamické CDPF da-
nou vztahem (11) z ddaja pro odvétvi primyslu virtualni ekono-
miky za 16leté obdobi.

K dispozici mame ¢asové fady o objemu produkce (y;) vyjadiené
objemem hrubého domiciho produktu (HDP) ve stalych cenich
(v mil. K¢), o hodnoté strojnich zakladnich fonda (F;) ve sta-
Iych cendch (v mil. K¢) a o poctu pracovniki (P;). Vstupni data
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rok Yt F Py

01 105 732 130 608 2263 000
02 116 078 138 929 2 335000
03 123 087 146 777 2409 000
04 119 709 157 753 2411 000
05 121 500 164 696 2437 000
06 128 202 173 158 2480 000
07 136 917 180 029 2 549 000
08 142 390 189 850 2570 000
09 150 318 200 235 2 605 000
10 160 206 214 680 2 626 000
11 172918 229 054 2 670 000
12 182 633 243 640 2 694 000
13 190 641 261 568 2758 000
14 200 372 279 117 2799 000
15 214 303 302 953 2 828 000
16 232 592 304 851 2 859 000

Tab.1 Casové rady i, Ft, Pt

pro odhad parametrii dynamické CDPF uvadi tab. 1. (Casové fady
udaji pro Y, Fi, Pt jsou pfevzaty z [S], avsak konkrétni 16leté ca-
sové obdobi pro konkrétni primysl konkrétni ekonomiky bylo
relativizovano).

Odhadnuté parametry dynamické CDPF (11) pak nabyvaji nésle-
dujicich hodnot:

a, =36551 0 =0,5821
B=01304  y=0,0148

Pak odhadovanou dynamickou Cobbovu — Douglasovu produk¢-
ni funkci 1ze zapsat jako (16):

y, = 3,651 00148t | F05621, p01304 16
Odhadnuté koeficienty pruznosti objemu HDP ke strojnim za-
kladnim fondtm a poétu pracovniki jsou 0,5821 a 0,1304. Pri-
mérny priristek HDP zptisobeny nezpfedmétnénym technickym
porokem, ¢ini 1,48% ro¢né. Je mozné také rici, ze pti konstant-
nich objemech zdkladnich fondi a prace vzroste HDP v priimys-
lu ve zkoumaném 16letém obdobi v priméru o 1,48% za rok pra-
vé v dasledku ptsobeni (tzv. nezpfedmétnéného) technického
pokroku.

Soucet odhadnutych parametri o + B = 0,7125. Jinak feceno,
v 16letém obdobi maji primérné vynosy z rozsahu obou vyrob-
nich faktord zdkladnich fondd a Zivé prace klesajici charakter. Z
toho plyne, Ze efekt extenzivniho ristu HDP je v daném 16letém
obdobi zaporny.

Priklady aplikace (tvorby, analyzy, implementace a interpretace)
produkénich funkci na mikroekonomické tdrovni firem uvadi

napf. [1], [3], [4], [6], [7], [9], 10], [11].

Zavérecné poznamky

Modelovy aparat produkénich a produktivnich funkei je uziteé-
nym analytickym nastrojem zkoumdani a kvantifikace extenziv-
nich i intenzivnich faktort ekonomického ristu na makroekono-
mické i mikroekonomické drovni.

Produkéni funkce dynamického typu mohou byt z jednim velmi
dobrych vychodisek prognézovani takovych ekonomickych uka-
zatelQ, jakymi jsou hruby doméci produkt, produktivita prace,
ucinnost zakladnich vyrobnich fondd, slozek (atributt) védecko-
technického pokroku, rozvoje aplikaci novych vyrobnich, infor-
macnich a telekomunikacnich technologii atd.

Variantni kratkodobé a stfednédobé prognézy, ziskané odhadem
produkénich funkei, mohou slouzit i k zabezpecovani ,,optimal-
nich® temp rdstu ekonomik (statl a jejich hospodarskych usku-
peni) i jednotlivych odvétvi a firem a hledédni ,,optimalni“ struk-
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tury investic do stdtni i firemni ekonomiky s ohledem na predem
zvolena kritéria.

Vyznamnym hlediskem, které bude spolurozhodovat o tspésnos-
ti aplikace modelového apardtu produkénich funkei v redlné (né-
rodni, odvétvové i firemni) ekonomice, je aspekt ,,dobyvani“ (zi-
skavani) vérohodnych dat pro odhady parametrd produkcénich
funkci.

Aplikace produkénich funkei jsou vyraznou, pozitivné provokuji-
ci vyzvou také pro matematicko-ekonomické modelovani, analy-
zu a prognoézu rozvoje firem v CR a SR.

Zavérem uz jen ,historizujici poznamka“: Byt zdklady teorie pro-
dukénich funkei byly polozeny v [2] uz v roce 1928 s navazujici-
mi prikopnickymi aplikacemi (napf. [3]), vét$i pozornost ekono-
mickych odborniki se datuje az zhruba od 60. let 20. stoleti, kdy
se zacaly intenzivnéji hledat matematické néstroje formalizace
teorie ekonomického rdstu nirodnich ekonomik a firem. V 70.
a 80. letech se zacaly produkéni funkce vyuzivat k matematicko-
ekonomické analyze na makro- i mikroekonomické drovni
ve zvySeném méfitku (napft. [1], [5] aj.). Z4djem o né se znovu ak-
tivuje na prelomu 20. a 21. stoleti (viz napft. [4], [6], [8], [9], [10],
[11] aj.).
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