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Produkční funkce 
– účinný nástroj 
ekonomické analýzy firem (2)
3. Některé základní charakteristiky
produkčních funkcí

Při konstrukci a odhadu parametrů produkčních funkcí se vychá-
zí z určitých apriorních předpokladů, jejichž platnost v konkrét-
ních aplikacích je třeba prověřovat. Pro produkční funkci dle (1)
se obvykle požaduje splnění těchto podmínek:
• f (x) ≥ 0, je-li x (x1, x2, …, xi,…, xm) ≥ 0.
• f (x) je konečná neklesající funkce.
• Pro f (x) existují spojité parciální derivace aspoň druhého řádu,

přičemž pro každé i = 1, 2, …, m, platí

(2)

(3)
Podmínka (2) znamená, že objem výroby roste při zvětšení obje-
mu kteréhokoliv výrobního faktoru, zůstává-li objem ostatních
faktorů nezměněn. Splnění podmínky (3) lze interpretovat tak, že
křivka výroby je pro libovolný i-tý výrobní faktor konkávní, tak-
že zvětšení objemu jednoho faktoru při konstantním objemu zbý-
vajících výrobních faktorů vede ke klesajícím přírůstkům objemu
výroby.

Interpretaci některých vlastností a charakteristik produkčních
funkcí ukážeme na nejčastěji v praxi používané dvoufaktorové
produkční funkci. Ta popisuje závislost objemu výroby y na zá-
kladních fondech F a lidské práci P.

V souladu s (1) lze zapsat dvoufaktorovou produkční funkci ve tva-
ru (4)

(4)
Produkční funkce (4) může být v určitých případech v bodě (F, P)
homogenní funkcí libovolného stupně, pokud vyhovuje podmín-
ce (5)

(5)

Z (5) vyplývá, že rovnoměrné zvýšení objemu výrobních faktorů
λ-krát, nazývané zvětšením rozsahu výroby, má za následek růst
objemu výroby λr-krát. Parametr r > 0 určuje stupeň homogenity
produkční funkce a charakterizuje výnos (efekt) z růstu rozsahu
výroby. Je-li parametr r > 1, potom objem výroby vzroste více než
objem výrobních faktorů, nebo – jinak řečeno – efekt z rozšíření
rozsahu výroby je kladný. Je-li r < 1, efekt z růstu rozsahu výroby
je záporný a tudíž objem výroby roste pomaleji než objem výrob-
ních faktorů.

Je-li parametr r = 1, potom tempo růstu objemu výroby je stejné
jako zvětšení rozsahu výroby, lze tedy hovořit o konstantních vý-
nosech vzhledem k objemu výrobních faktorů. Tzn., že efektiv-
nost výrobního procesu nezávisí na rozsahu výroby. Takováto pro-
dukční funkce se nazývá homogenní funkcí prvního stupně.

4. Cobbova – Douglasova produkční funkce

Jednou z nejznámějších a v praktických aplikacích nejčastěji po-
užívanou produkční funkcí je dvoufaktorová Cobbova – Dougla-
sova produkční funkce (CDPF), jejíž statická podoba má tvar
funkce dle (6):

(6)
kde a, α, β jsou kladné parametry. Hodnota parametru a závisí
na zvolených měrových jednotkách všech tří proměnných, záro-
veň je předurčena i efektivností výrobního procesu.

Tzv. přírůstková produktivita základních fondů fF je dána vzta-
hem (7):

(7)
a tzv. přírůstková produktivita živé práce fP je dána vztahem (8)

(8)
Parametry α a β vystupují jako konstanty proporcionality mezi
přírůstkovými a průměrnými produktivitami obou faktorů a před-
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stavují tzv. koeficienty pružnosti výroby vzhledem k základním
fondům, popř. k živé práci.

Tzv. přírůstkové míry substituce faktorů F a P (jednoho faktoru
druhým) lze pro CDPF vyjádřit výrazy podle (9):

(9)
Ze vztahů (9) vidíme, že pro CDPF přírůstková míra substituce
závisí pouze na proporci obou výrobních faktorů. Koeficient
pružnosti substituce výrobních faktorů σ je pro CDPF roven 1
(σ = 1) v každém bodě (F, P). Tzn., že změně přírůstkové míry
substituce jednoho výrobního faktoru druhým odpovídá stejná
změna proporcí faktorů.

Stupeň homogenity CDPF je dán součtem parametrů α + β. Tzn.,
že v případě CDPF nezávisí efektivnost výrobního procesu na roz-
sahu výroby, platí-li α + β = 1. Pokud α + β < 1, pak průměrné
náklady na jednotku produkce při zvětšení rozsahu výroby ros-
tou, zatímco pro α + β > 1 klesají. Tato vlastnost CDPF, tj. určitý
stupeň homogenity, platí pro všechny body (F, P) CDPF a nezávi-
sí na velikosti (objemu) jednotlivých výrobních faktorů.

Při odhadu parametrů statické (na čase nezávislé) CDPF lze po-
užít několik různých postupů. Jedním z nich je aplikace metody
nejmenších čtverců na logaritmicko – lineární tvar produkční
funkce dle vztahu (10)

(10)
kde yi, Fi a Pi jsou průřezová data, představující i-tá pozorování
proměnných, zjištěná u celkového počtu n relativně stejnorodých
výrobních jednotek (firem, odvětví, ekonomik). Předpokládá se,
že parametry α a β jsou stejné pro každou výrobní jednotku
a technické či výrobní rozdíly mezi výrobními jednotkami jsou
zahrnuty do proměnné εi produkční funkce.

Už je příkladově uvedeme hojně využívanou tzv. Tinbergenovu
dynamickou CDPF, která má tvar dle (11)

(11)
kde proměnný parametr a0 ⋅ eγt = at , který v čase exponenciálně
roste, měří měnící se efektivnost výrobního procesu v důsledku
působení technického pokroku (know-how).

5. Produktivní funkce – deriváty produkční funkce

V každém výrobním procesu se jedná o kombinaci určitých vstu-
pů (vstupních výrobních faktorů), které v procesu výroby různo-
rodých komodit a/nebo služeb jsou spotřebovávány k tvorbě urči-
tých výstupů (objemu výroby).

Množství vyrobené produkce y a nezbytných vstupů se dají zjiš-
ťovat jako jednotlivá množství potřebných vstupních výrobních
faktorů (základních fondů, materiálů, finančního kapitálu, půdy,
práce, energie atd.) x1, x2, …, xi, …, xm pro tvorbu požadovaného
množství výstupů. Víme také, že vztah mezi vstupy a výstupy je
definován obecným tvarem produkční funkce y = f (x1, x2, …, xi,
…, xm) dle vztahu (1). Jedná se tedy o obecné vyjádření nějaké ma-
tematické funkce o m proměnných (tj. do výrobního procesu
vstupujících výrobních faktorů). Aby bylo možné s touto funkcí
o více proměnných v praxi běžně pracovat, pak se v makro- i mi-
kroekonomické praxi běžně zjednodušuje trojím způsobem [11]:

a) Agregací výrobních faktorů do dvou základních skupin:
1. Výrobní faktory vyjadřující minulou práci (stroje, nářadí,

materiály apod.).
2. Výrobní faktory vyjadřující současnou živou práci (dělníci,

pracovníci firemního managementu, externí odborníci
apod.).

Při praktických makro- a mikroekonomických analýzách se
objem produkce obvykle vyjadřuje pouze v závislosti na dvou
výrobních faktorech – základních fondech F a lidské práci P
dle vztahu (4), resp. obecně x1 a x2. Využívá se tedy dvoufakto-
rová produkční funkce y = f (x1, x2).

b) Parametrizací postupně podle jednotlivých výrobních faktorů
podle vztahů (12):

(12)
kde formální označení x0

1, x0
2, …, x0

i, …, x0
m označuje tzv. pa-

rametrické konstanty. Tím vzniká tzv. produktivní funkce pro
výrobní faktory x1, x2, …, xi, …, xm a vždy sledujeme produkti-
vitu, tj. přínos pro výstup, jen jednoho z výrobních faktorů.

c) Vyjádřením produkční funkce v podobě tzv. izokvanty, u níž je
parametrickou konstantou množství výstupu y, lze obecně za-
psat vztahem (13):

(13)
Pokud využijeme agregované, tj. pouze dvoufaktorové pro-
dukční funkce podle bodu a), pak izokvanta má podobu dle
(14), což je ovšem jen jinak zapsaný vztah (4):

(14)
Izokvanta je taková křivka, která graficky zobrazuje průběh
dvoufaktorové produkční funkce pro konkrétní (konstantní)
objem výroby. Soustava izokvant je soustava křivek (čar) stej-
ného sklonu zakřivení pro všechny možné kombinace výrob-
ních faktorů x1 a x2, vedoucích k výrobě stejného množství
produkce y0.

Pro běžnou praxi má největší význam produkční funkce v podo-
bě produktivní funkce, a to obvykle se dvěma agregovanými vý-
robními faktory. Jedná se tedy o účelovou kombinaci podle bodů
a) a b). Tzn. pro dvě produktivní funkce zapsané – v souladu s for-
málním zápisem (12) – jednoduchými vztahy (15):

(15)

Ekonomická teorie [1], [2], [3], [4], [7], [11] zde vychází z toho, že
nejpřijatelnější tvar produktivní funkce je dán matematickou
funkcí třetího stupně, která je monotónně stoupající a je zpočát-
ku progresivní a pak (později) degresivní. Má tedy (podobně jako
nákladová funkce) inflexní bod, avšak její průběh je inverzní
k průběhu funkce nákladové.

Každá matematická funkce, která se používá pro modelování eko-
nomických vztahů, se zpravidla k tomuto modelování využívá jen
zčásti. To proto, že se obvykle využívá pouze kladný, tj. ekono-
micky možný obor funkce a z něho často jen ta část funkce, která
je stoupající – tj. tzv. ekonomicky smysluplný obor funkce.

V ekonomické praxi se nejvíce využívají čtyři druhy produktiv-
ních funkcí: lineární, progresivní, degresivní a progresivně – de-
gresivní (blíže [10], [11]).

6. Příklad odhadu dynamické produkční funkce
pro průmysl virtuální ekonomiky

Mějme odhadnout parametry Tinbergenovy dynamické CDPF da-
nou vztahem (11) z údajů pro odvětví průmyslu virtuální ekono-
miky za 16leté období.

K dispozici máme časové řady o objemu produkce (yt) vyjádřené
objemem hrubého domácího produktu (HDP) ve stálých cenách
(v mil. Kč), o hodnotě strojních základních fondů (Ft) ve stá-
lých cenách (v mil. Kč) a o počtu pracovníků (Pt). Vstupní data
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pro odhad parametrů dynamické CDPF uvádí tab. 1. (Časové řady
údajů pro yt, Ft, Pt jsou převzaty z [5], avšak konkrétní 16leté ča-
sové období pro konkrétní průmysl konkrétní ekonomiky bylo
relativizováno).

Odhadnuté parametry dynamické CDPF (11) pak nabývají násle-
dujících hodnot:

Pak odhadovanou dynamickou Cobbovu – Douglasovu produkč-
ní funkci lze zapsat jako (16):

(16)

Odhadnuté koeficienty pružnosti objemu HDP ke strojním zá-
kladním fondům a počtu pracovníků jsou 0,5821 a 0,1304. Prů-
měrný přírůstek HDP, způsobený nezpředmětněným technickým
porokem, činí 1,48% ročně. Je možné také říci, že při konstant-
ních objemech základních fondů a práce vzroste HDP v průmys-
lu ve zkoumaném 16letém období v průměru o 1,48% za rok prá-
vě v důsledku působení (tzv. nezpředmětněného) technického
pokroku.

Součet odhadnutých parametrů α + β = 0,7125. Jinak řečeno,
v 16letém období mají průměrné výnosy z rozsahu obou výrob-
ních faktorů základních fondů a živé práce klesající charakter. Z
toho plyne, že efekt extenzivního růstu HDP je v daném 16letém
období záporný.

Příklady aplikace (tvorby, analýzy, implementace a interpretace)
produkčních funkcí na mikroekonomické úrovni firem uvádí
např. [1], [3], [4], [6], [7], [9], 10], [11].

Závěrečné poznámky

Modelový aparát produkčních a produktivních funkcí je užiteč-
ným analytickým nástrojem zkoumání a kvantifikace extenziv-
ních i intenzivních faktorů ekonomického růstu na makroekono-
mické i mikroekonomické úrovni.

Produkční funkce dynamického typu mohou být z jedním velmi
dobrých východisek prognózování takových ekonomických uka-
zatelů, jakými jsou hrubý domácí produkt, produktivita práce,
účinnost základních výrobních fondů, složek (atributů) vědecko-
technického pokroku, rozvoje aplikací nových výrobních, infor-
mačních a telekomunikačních technologií atd.

Variantní krátkodobé a střednědobé prognózy, získané odhadem
produkčních funkcí, mohou sloužit i k zabezpečování „optimál-
ních“ temp růstu ekonomik (států a jejich hospodářských usku-
pení) i jednotlivých odvětví a firem a hledání „optimální“ struk-

tury investic do státní i firemní ekonomiky s ohledem na předem
zvolená kritéria.

Významným hlediskem, které bude spolurozhodovat o úspěšnos-
ti aplikace modelového aparátu produkčních funkcí v reálné (ná-
rodní, odvětvové i firemní) ekonomice, je aspekt „dobývání“ (zí-
skávání) věrohodných dat pro odhady parametrů produkčních
funkcí.

Aplikace produkčních funkcí jsou výraznou, pozitivně provokují-
cí výzvou také pro matematicko-ekonomické modelování, analý-
zu a prognózu rozvoje firem v ČR a SR.

Závěrem už jen „historizující poznámka“: Byť základy teorie pro-
dukčních funkcí byly položeny v [2] už v roce 1928 s navazující-
mi průkopnickými aplikacemi (např. [3]), větší pozornost ekono-
mických odborníků se datuje až zhruba od 60. let 20. století, kdy
se začaly intenzivněji hledat matematické nástroje formalizace
teorie ekonomického růstu národních ekonomik a firem. V 70.
a 80. letech se začaly produkční funkce využívat k matematicko-
ekonomické analýze na makro- i mikroekonomické úrovni
ve zvýšeném měřítku (např. [1], [5] aj.). Zájem o ně se znovu ak-
tivuje na přelomu 20. a 21. století (viz např. [4], [6], [8], [9], [10],
[11] aj.).
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rok      y t     Ft      Pt

01 105 732 130 608 2 263 000
02 116 078 138 929 2 335 000
03 123 087 146 777 2 409 000
04 119 709 157 753 2 411 000
05 121 500 164 696 2 437 000
06 128 202 173 158 2 480 000
07 136 917 180 029 2 549 000
08 142 390 189 850 2 570 000
09 150 318 200 235 2 605 000
10 160 206 214 680 2 626 000
11 172 918 229 054 2 670 000
12 182 633 243 640 2 694 000
13 190 641 261 568 2 758 000
14 200 372 279 117 2 799 000
15 214 303 302 953 2 828 000
16 232 592 304 851 2 859 000

Tab.1 Časové řady yt, Ft, Pt
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