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Abstrakt

V praci je popisany algoritmus na automatické zostavovanie pohybovych rovnic.
Pri ich zostavovani sa pouzivaju Lagrangeove rovnice Il.druhu a transformacné
matice zakladnych pohybov. Tento pristup je vhodny pri pocitacovej simulacii otvo-
renych kinematickych retazcov s lubovolnym pocétom stupriov volnosti

a s lubovolnou kombinaciou vazieb.
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Uvod

Stroje a zariadenia sU vo vSeobecnosti sustavy telies, ktoré
sU navzajom pospajané réznymi vazbami. Podla spdsobu
ako su telesa spojené vznikaju sustavy s roznym rozsahom
pohyblivosti. Mechanizmy priemyselnych robotov a mani-
pulatorov predstavuju navzajom spojené sustavy telies,
ktoré vytvaraju rézne druhy kinematickych retazcov. Me-
chanizmy robotov su najCastejSie vytvarané ako otvorené
respektive zmieSané kinematické retazce. Dva Cleny, ktoré
sU navzajom pohyblivo viazané, ato tak, Zze pohyblivost
jedného voci druhému je obmedzena, tvoria kinematicku
dvojicu. Jednotlivé leny kinematickych retazcov su navza-
jom spojené translaénymi alebo rotacnymi kinematickymi
dvojicami. Pri navrhovani mechanizmov je potrebny spolah-
livy vypocet prislusnych mechanickych veli€in, ktoré potom
umoznuju dalSie dimenzovanie jednotlivych Casti.

Prispevok sa zaobera tedriou jednoduchych otvorenych
kinematickych retazcov, ktora sa vyuziva pri kinematickej
a dynamickej analyze rdéznych manipulatorov a robotov.
Ruéné zostavovanie a nasledovné rieSenie matematickych
modelov je naro¢né. Nastup vypoctovej techniky viedol k
rozvoju pocitacovych metdd aj v oblasti zlozitych priestoro-
vych mechanickych sustav, ¢o postupne viedlo k ich pocita-
¢ovému navrhovaniu (CAD).

V oblasti pocitaCovej analyzy, syntézy a optimalizacie me-
chanickych sustav (MBS — multibody systems) v su¢asnosti
existuje velmi bohata literatira,v ktorej moéze Citatel najst
podrobny popis mnohych maticovych pocitaCovych metdd
statickej, kinematickej a dynamickej analyzy, metédy nume-
rického rieSenia matematickych modelov (diferencialnych,
algebro-diferencialnych a inych), ale tiez aj popis metdd
riadenia a optimalizacie napr. literataru [1] az [9]. V pri-
spevku je popisany spdsob zostavovania pohybovych rov-
nic otvorenych kinematickych retazcov pomocou Lagrange-
ovych rovnic Il.druhu v maticovom tvare a transformacnych
matic zakladnych pohybov, na zaklade ktorého je mozna
pocitatova simulécia otvorenych kinematickych retazcov s
fubovolnym poé&tom stupriov volnosti a s fubovolnou kombi-
naciou vazieb.
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Systém je uvazovany ako sustava tuhych telies, kinematické
dvojice ako idealne bez pasivnych odporov a bez véli. Po-
mocou transformacnych matic zakladnych pohybov [1] sa
vytvori fubovolny tvar modelu manipulatora, pre ktory sa
zostavi sustava prislusnych pohybovych rovnic. Zostavené
pohybové rovnice sa mézu dalej rieSit pomocou numeric-
kych metdd.

Pouzité oznacenie
q - zovSeobecnena suradnica,

q - zovSeobecnena rychlost,

Q - zovSeobecnena sila,

B, - transformacna matica urcujuca vztah medzi suradni-
covym systémom ¢lena i a zakladom 0,

r; - rozSireny vektor polohy taziska ¢lena i v suradnicovom
systéme tohoto €lena,

Bg' - parcialna derivacia matice B; podfa q;,
B/* - parcialna derivacia matice B! podia q, ,
S(.) - stopa matice (),

I, - matica momentov zotrvacénosti ¢lena i,

m; - hmotnost ¢lena i,

g - gravitacné zrychlenie.

Zostavenie pohybovych rovnic

Pohyb jednoduchych otvorenych priestorovych kinematic-
kych retazcov, ku ktorym patria &asto aj mechanizmy prie-
myselnych robotov a manipulatorov, sa vySetruje na zaklade
tedrie su€asnych pohybov.
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Obr.1 Manipulator s tromi stupfiami volnosti pohybu
Fig.1 Manipulator with three degrees of freedom
Poloha kazdého ¢&lena je uréena v globalnom suradnicovom
systéme pomocou lokalnych suradnicovych systémov spo-
jenych s jednotlivymi ¢lenmi O,_,,x,,»;_;,z;; . Suradnicovy
systém i-teho Clena O;,x;,y,,z; vzhladom na suradnicovy
systém (i—1)-vého &lena O,_,,x,,,y,,z;, je posunuty
respektive pootoCeny okolo osi predchadzajuceho c&lena
(obr.1). Tato transformacia sa robi pomocou transformac-
nych matic zakladnych pohybov [1]. Napriklad v telese b je
zvoleny suradnicovy systém tak, ze os pohybu o, = z,
(obr.2). Suradnicovy systém telesa b pbvodne splyval so
systémom telesa « . Do svojej vSeobecnej polohy sa dostal
pemiestnenim do polohy O,,x;,y,,z,=0, a posunutim
vsmere osi o, = z, odizku z a ete pootodenim okolo
tejto osi o uhol ¢.. Uvedena dvojica ma 2° volnosti a za
suradnice zvolime posunutie =z Vv smere osi o,
a pootocenie ¢, okolo tejto osi. Potom transformaéna mati-
ca je v tvare T, =T, Ty(z) T,5(p.), kde matica T, bude
vtvare T, :T21(x0) Tzz(yo) Tza(zo) TZ4((Zx) Tzs(ay): lebo
systém 1 pdvodne splyval so systtmom a ado svojej
polohy sa dostal posunutim o x,,y,,z, Vsmere osi
X, VasZ,, pOoOtoCenim okolo posunutej osi x, ouhol «,
a pootoCenim okolo okamzitej polohy osi y, =y, o uhol

a, (obr.2).

Obr.2 Saradnicové systémy
Fig.2 Coordinate systems
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Kazdy pohyb telesa sa da zlozit z prisluSnych zakladnych
pohybov a transforma¢na matica T,, takého zloZzeného
pohybu sa vyjadri ako sucin transformacnych matic zaklad-
nych pohybov. Konstantné posunutia a pootocenia
v kinematickej dvojici si popisané konstantnymi transfor-
macnymi maticami zakladnych pohybov. VSetky transfor-
macéné matice kinematickych dvojic s jednym stupriom vol-
nosti pohybu su dané sudinom dvoch matic, matice
konstantnej a matice premennej. Derivacie transformaénych
matic zakladnych pohybov mozno nahradit nasobenim
tychto matic maticovym diferencialnym operatorom ozna-
cenym D, D,, D5, Dyy, Dys, Dy [1].

Pri rieSeni dynamiky kinematickych retazcov sa vyuzivaju
Lagrangeove rovnice ll.druhu . Na jednoznaéné urcenie
okamzitej polohy je potrebné poznat »n zovSeobecnenych

suradnic ¢,, 45, ...,q,. Po prislusnych Udpravach sa
zostavia pohybové rovnice v tvare [2]:

anis(B;'IiB:‘T)q/ +

i=k j=1

' (1)
Z ZS(B;'LB:(T )q,qz - g[®3,2m[B:‘rij =0,
i=k j.I=1 s
alebo
iaékéj"-’—iiaiijqi*'aﬂ =Q,, k=1,...,n. (2)

i=1 j=l i=j

Sustava n viazanych nelinearnych diferencialnych rovnic
(2) vyjadrujuca dynamické vlastnosti manipulatora sa moze
vyjadrit’ rovnicou :

Ayq+a, +a, =ag, (3)
po Uprave:

i =2, -7, -7, (4)
kde:

ap =Aj ag,

a; = Ao’la(l ,

a, = Aglag .

Jednotlivé koeficienty v rovnici (2) maju tvar:

n

ab = > s(Bin,BET), (5)
I=max(i,k)
a{l =0, ZS(BPIIB}(T),
I=max(i, j k)
lakj=i
o, =1 ijk=1,...n (6)
’ 2akj#i

T
ay, = g8 93[2’”1'3:('}} . (7)

i=k
kde:

aj, - sU koeficienty tykajuce sa zrychleni v kinematickych
dvojiciach,

aji- su koeficienty tykajuce sa rychlosti v kinematickych
dvojiciach,



a,, - su koeficienty zohladfiujuce gravitaciu,

®, =[0,0,10]",
Podla [2] je:
B, =TT,.T =T, i=l..n (8)

k=1

transformaéna matica uréujuca vztah medzi sdradnicovym
systémom ¢&lena i a vztaznym suradnicovym systémom,
. n aB n
- i, i
B, =D 5t = 2Bl ©
j=t 74 j=1

je derivacia matice B; podla ¢asu,

. OB,
B :L , i,j=1,..,n (10)
oq,;
je parcialna derivacia matice B{' podla g,
x OB!
B =L k=1 (11)
0q,

je parcialna derivacia matice Bf podla ¢, .

Z vlastnosti transformacnych matic T, dostavame vztahy:

B! =T,..T, ,D,TT,,..T,, ak j<i,

Bl=0, ak j>i,

B =T,..T, ,D,T,..T, D, T,..T, , akj<k<i
B =T,..T, \D{T,..T, , akj=k<i

B*=0, ak j>i ak>i (12)

kde: D;,D, - su maticoveé diferencialne operatory.

Koeficienty tykajuce sa zrychlenia su vyjadrené symetrickou
maticou A, typu nxn:

1 2 i n
dpy oyttt Qo ctt Ao
1 2 i n
Ay Aoy " Aoy vt gy
Ay = 1 2 i n (13)
o Qo " Gox vt Aok
1 2 i n
L N P <
ki=1,....n.
Vektor zovSeobecnenych zrychleni ma tvar:
q:[ql,qz,...,qk,...,qn] , k=1,...,n (14)

VSetkych nxn vyrazov v sustave rovnic (2), ktoré sa tykaju
zrychlenia, sa m6ze vyjadrit rovnicou:

a; = Agd (15)

Koeficienty tykajlce sa rychlosti v & -tej z n rovnic sustavy
(2) mbézu byt vyjadrené zvlast symetrickou maticou nxn
oznacenou A,, a definovanou nasledovne:
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11 12 13 1n
2a  ay L Y
12 22 23 2n
@ 24y ayp o ay
_ 13 23 33 3 —
A =| a ay 2ay - ay |,  k=L..n (16)
1n 2n 3n nn
Ay ik Ak 2ay
Vektor zov8eobecnenych rychlosti ma tvar:
. .. . .
a= [4.00ndprndn] . k=lin. (17)

Vsetkych Zi vyrazov, ktoré sa tykaju rychlostiv k -tejz n
i=1

rovnic sustavy (2) sa mdze napisat’ osobitne v tvare:

(18)

1 . T .
—q A
2 q Aiq

Na vyraz dany rovnicou (18) sa mdze pozerat ako na ¢len v
n rozmernom stlpcovom vektore oznaenom a, :

a'Auq
a'Ang

. (19)
qTA]kq

qTAlnq
Koeficienty zohladiujuce gravitaciu sa moézu dalej vyjadrit
n rozmernym stipcovym vektorom a, [3]:
k=1,...,n. (20)

T
ag—[aZI,azz,...,aZk,...,aZn] ,

ZovSeobecnené sily O, poOsobiace v kinematickych dvoiji-
ciach k=1,...,n suvyjadrené n rozmernym vektorom ag :

ay =[0.0,,...0,,..0,] ", k=1...n. (21)

Pre dané zovSeobecnené sily Q, (k=1,...,n) po integrovani

rovnic (4) ziskame aktualny pohyb manipulatora vyjadreny
vztahmi s ¢asovo sa meniacimi zovSeobecnenymi premen-

nymi qu, Qy, G (k=1,...,1).

Z rovnic (4) vyplyva, ze v pripade suasného pohybu
niekolkych  kinematickych  dvojic, pohyb v jednej
kinematickej dvojici ma dynamicky vplyv na pohyb ostatnych
kinematickych dvojic a silova dvojica resp. sila vyvodena v
urcitej kinematickej dvojici ma dynamicky vplyv na pohyb
ostatnych  kimematickych dvojic. Pretoze dynamické
koeficienty su zavislé na hodnotach premennych v
kinematickej dvojici, efekt dynamickej vazby medzi pohybmi
réznych kibov bude zavisly na aktualnom manipulatore a na
konfiguracii ¢lenov po€as pohybu.

Koeficienty a,,, zohladfiujlice gravitaciu, su zavislé na

vzajomnej polohe &lenov. Ostatné dynamické koeficienty su
zavislé aj na pohybovom stave ¢&lenov. Zotrvagnost celého

¢lena je dana koeficientami a), na diagonale matice A, .
Dynamické koeficienty aj, ked i=k popisuju mechanickd
Struktaru manipulatora. Na zaklade uvedeného postupu je

mozné vytvorit algoritmus zostavenia a rieSenia
pohybovych rovnic otvoreného kinematického retazca.



Zaver

V praci je popisany postup dynamickej analyzy pries-
torovych otvorenych kinematickych retazcov. Na zaklade
tedrie zakladnych matic sa zostavi model kinematického
retazca a pomocou tedrie Lagrangeovych rovnic Il.druhu sa
vygeneruje sustava pohybovych rovnic. Zostavenu sustavu
nelinearnych diferencialnych rovnic je mozné riesit
numerickymi metdédami a ziskaju sa charakteristiky pohybu
jednotlivych kinematickych dvojic — poloha, rychlost
a zrychlenie v urcitych ¢asovych intervaloch.

Prinos prace je hlavne didakticky. PredovSetkym v odbore
Aplikovana mechanika uvedeny postup prezentuje moznost
konkrétnej realizacie maticovych numerickych algoritmov
pre automatizované generovanie matematickych modelov
a tiez ich numerickeé rieSenie.
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Abstract

The main objective of this work is to describe an algorithm
for automatic formulation of dynamic equations. Proposed
solution is based on use of transformation matrices and the
Lagrangian formulation method. This aproach is suitable for
computer modeling of open-chain structures with any num-
ber of degrees of freedom and with any combination of
types of joint.
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