
Úvod

Tento článok sa zaoberá dynamickou optimalizáciou systémov,
ktorých dynamické vlastnosti sa menia v čase – sú opísané viace-
rými systémami diferenciálnych rovníc, medzi ktorými sa pre-
chádza v určitých prepínacích časoch. Problematika je objasnená
na príklade optimálneho riadenia dvoch zásobníkov kvapaliny,
ktoré sú umiestnené v nerovnakej výške. K zmene dynamík do-
chádza v momente, keď výška hladiny v druhom zásobníku pre-
siahne výšku dna prvého zásobníka. V tomto momente dochádza
k zmene matematického opisu zo systému bez interakcie na sys-
tém s interakciou. Dynamická optimalizácia takéhoto hybridné-
ho systému je zabezpečená parametrizáciou vektora riadenia
(CVP) a následným výpočtom optimálnych profilov riadenia.
CVP je priama metóda, v ktorej je pôvodný problém dynamickej
optimalizácie pretransformulovaný na úlohu nelineárneho pro-
gramovania (NLP), následne riešená vhodným NLP solverom.

1. Oboznámenie sa s problémom

Veľká množina procesov v chemickom priemysle, ale aj v praktic-
kom živote je opísaná hybridným správaním, kedy matematický
opis systému sa v určitých časových okamihoch mení. Za všetky
môžeme spomenúť napríklad termodynamický proces zrážania
a rozpúšťania, zmena prietoku kvapaliny z laminárneho toku
na turbulentný tok, zmena priebehu procesu (miešanie, usadzo-
vanie) v chemickom reaktore a mnoho ďalších procesov. Problé-
my riešenia systému s hybridnou dynamikou sú ukázané naprík-
lad v článkoch [1], [2].

2. Formulácia problému

Uvažujme systém, ktorý je opísaný nasledovnými diferenciálny-
mi rovnicami

(1)

(2)
s počiatočnými a koncovými podmienkami t0 = t0(u), tP = tP(u),
kde x(t) je vektor stavov o rozmere z a u je vektor riadenia o roz-
mere m. Ďalej predpokladajme spojito diferencovateľný systém
počas celej trajektórie riadenia.

Okamihy označované tw, počas ktorých dochádza k nahradeniu
súboru rovníc iným súborom rovníc, sa volajú časy prepnutia a sú
definované podmienkou

(3)
V čase prepnutia môže byť vektor x(t) nespojitý s prerušením
v tvare

(4)
kde ∆i(xi

–, ti, u) je spojito diferencovateľný vektor a xi
– = x(ti

–),
xi

+ = x(ti
+) sú hodnoty vektora pred a po tw. Ďalej zadefinujeme

model merania, ktorý je určený rovnicou

(5)
kde ηη(t) je spojitý, spojito diferencovateľný, ohraničený vektor.
Rozmer ηη(t) a x(t) môže byť rôzny. Účelová funkcia J je vo všeo-
becnom Bolza tvare [3], [4]

(6)
kde J je hodnota funkcie, ktorá je minimalizovaná (funkcionál
kvality dynamického systému), G zahŕňa podmienky vzhľadom
na konečný čas a F zahŕňa podmienky vzhľadom na celý proces.
Podrobným odvodeniam sa nebudeme venovať, bližšie sú ukáza-
né v práci [5].

3. Algoritmus riešenia

Trajektóriu riadenia rozdelíme na P po častiach konštantných
úsekov, čím problém dynamickej optimalizácie pretransformulu-
jeme na problém statickej optimalizácie (CVP) [6]. Postup je za-
ložený na teórii optimálneho riadenia a variačného počtu. V algo-
ritme predpokladáme funkcionál J0 a k obmedzení Ji, kde i = 1,k.
Pre jednoduchosť uvažujeme systém, v ktorom ∆i(xi

–,ti,u) = 0 a po-
čiatočný čas, stav sú známe a konštantné hodnoty. Algoritmus je
potom nasledovný:

1. Integrácia systému (1) – (2) a integrálnych tvarov Fi od t = t0

po t = tP. Reštart integrácie nastáva pri podmienkach zámeny
(3), pričom stavy môžu byť nespojité (4). 

2. Cyklus pre i = 0,k
a) Inicializácia adjugovaných premenných λλi

T(tP)

(7)
b) Inicializácia nulovej dočasnej veličiny Ju,i.
c) Spätná integrácia adjugovaného systému a dočasných pre-

menných od t = tP po t = t0. V prípade nespojitosti adjugova-
ných rovníc reštartujeme integráciu v týchto bodoch

(8)

(9)
kde H je Hamiltonova funkcia definovaná pre daný prob-
lém.

d) Vypočítame gradienty vzhľadom na vektor riadenia a časy

(10)

(11)

(12)
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Týmto spôsobom získame hodnoty Ji v 1. kroku a hodnoty gra-
dientov v 2d. kroku. Toto je všetko čo je potrebné vedieť pri zadá-
vaní vstupu pre program nelineárneho programovania.

4. Implementácia algoritmu riešenia

Prezentovaný algoritmus bol implementovaný v programovacom
jazyku FORTRAN 77. Prvá časť programu obsahuje ODE solver
pre doprednú a spätnú integráciu so schopnosťou prepnutia dy-
namiky v čase tw [7]. Druhá časť programu obsahuje modul, ktorý
počíta gradienty a volá NLP solver NLPQL [8], pri ktorom do-
chádza k minimalizácii účelovej funkcie.

5. Dva zásobníky kvapaliny

Predpokladajme nelineárny systém dvoch zásobníkov kvapaliny,
ktorý je zobrazený na obr. 1 a je opísaný nasledovnými diferen-
ciálnymi rovnicami

(13)

(14)

kde máme definované konkrétne hodnoty parametrov: konštanty
k11 = 1,7512,5s-1, k22 = 1,5012,5s-1, plochy F1 = 2,00 m2, F2 = 4,00 m2,
vertikálna vzdialenosť medzi zásobníkmi h = 0,40 m, počiatočné
stavy x1(0) = x2(0) = 0,10 m a želaná výška kvapaliny v druhom zá-
sobníku x2

w = 1,00 m. Počiatočné hodnoty optimalizovaných pa-
rametrov sú: ui = 1 ls-1, ∆ti = 1 s s ohraničeniami ui ∈ [0;3] a ∆ti =
[0,1;10,00]. Na obr. 2 môžeme vidieť priebeh stavových veličín
odsimulovaný s počiatočnými parametrami a s časom simulácie
tP = 20 s.

Podmienka pre zámenu dynamík je v tomto prípade daná rovni-
cou

(15)

Budeme skúmať nasledovné dva optimalizačné problémy:
a) problém minimalizácie času

(16)
b) problém LQ riadenia

(17)
vzhľadom na koncové ohraničenia:

(18)

(19)

(20)
Podmienka J1 zabezpečí, že hladina kvapaliny v druhom zásobní-
ku dosiahne žiadanú hodnotu (x2

w). Podmienky J2, J3 zabezpečia,
že ustálená hodnota kvapaliny v prvom a druhom zásobníku
po dosiahnutí žiadanej hodnoty v čase tP je konštantná.

6. Problém minimalizácie času

6.1 Optimálne riadenie s viacerými riadiacimi veličinami
Uvažujme problém, pri ktorom pomocou dvoch optimalizova-
ných vstupných prietokov chceme čo najskôr dosiahnuť žiadanú
ustálenú hodnotu. Na riadenie procesu sme použili 2 úseky s pres-
nosťou optimalizácie 10-6 a integrácie 10-10. Minimálnu hodnotu
sme dosiahli v čase tp = 1,47 s po 8 NLP iteráciách. Na obr. 3 mô-
žeme vidieť optimálnu stavovú trajektóriu s odpovedajúcim ria-
dením zobrazeným na obr. 4.

6.2 Optimálne riadenie s jednou riadiacou veličinou
Vo viac realistickom prípade uvažujeme optimalizáciu iba jednej
riadiacej veličiny – vstupného prietoku do prvého zásobníka.
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Obr.2 Simulácia hybridného systému s konštantným riadením

Obr.1 Zásobníky kvapaliny

Obr.3 Priebeh dynamiky s optimálnym riadením pre príklad 6.1



Bolo určených 8 časových intervalov. Tolerancia optimalizácie
a integrácie bola nastavená na 10-4 a 10-12. V tomto prípade nájde-
ný minimálny čas bol vyšší, konkrétne tp = 8,62 s. Optimálna sta-
vová trajektória je zobrazená na obr. 5 s príslušným riadením
na obr. 6. Riadiaca veličina ukazuje typické dvojúrovňové opti-
málne riadenie systému. Hoci bolo zvolených 8 optimalizovaných
intervalov, stačili 3: dva pre optimálne riadenie systému s dyna-
mikou druhého rádu a jeden pre dosiahnutie nového ustáleného
stavu.

7. Problém LQ riadenia

V tomto prípade sme uvažovali 15 intervalov, v ktorých trvanie
sme nastavili na 1 s. Optimalizovali sme iba riadiacu veličinu
do prvého zásobníka s presnosťou optimalizácie 10-5 a integrácie
10-12. Analýza ustálených stavov určila ich nové hodnoty:
x2

S = 1,00 m, u1
S = 2,50 ls-1. Bola uvažovaná rozdielna veľkosť

penalizačného koeficientu r. Optimálne stavové trajektórie sú zo-
brazené na obr. 7 a riadenia na obr. 8 pre rôzne hodnoty r. Znižo-
vanie hodnoty r vedie k podobnému správaniu, ako bolo prezen-
tované pri probléme minimalizácie času. Na druhú stranu,
zvyšovanie koeficientu r pôsobí na riadiacu veličinu iba s malou
stratou výkonu. Optimálna hodnota účelovej funkcie pri uvažo-
vanom penalizačnom koeficiente r = 1 bola 2,7517 so 7 NLP
iteráciami.

Záver

V tomto článku bol riešený problém dynamickej optimalizácie
systému opísaného skupinou diferenciálnych rovníc, medzi kto-
rými je proces prepínaný. Na rozdiel od štandardných postupov
uvádzaných v literatúre, kde sú pre výpočet gradientov kritéria
a obmedzení preferované citlivostné rovnice vzhľadom pre ich
jednoduchosť implementácie, v tomto príspevku boli gradienty
počítané pomocou teórie optimálneho riadenia.

Výhoda uvedeného postupu spočíva pre prípad systémov opísa-
ných veľkým počtom diferenciálnych rovníc, kedy sa môže znač-
ne zredukovať čas výpočtu.

Simulácia s jednoduchým príkladom z oblasti procesného inži-
nierstva potvrdila atraktivitu prezentovaného prístupu.
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Obr.4 Optimálny profil riadenia pre príklad 6.1

Obr.5 Priebeh dynamiky s optimálnym riadením pre príklad 6.2

Obr.6 Optimálny profil riadenia pre príklad 6.2

Obr.7 Výška hladiny v druhom zásobníku 
pre rôzne váhové koeficienty pre príklad 7

Obr.8 Optimálny profil riadenia 
pre rôzne váhové koeficienty pre príklad 7
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