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V ¢lanku je predstaven kinematicky a dynamicky model rychlého mobilniho robota s diferencialnim

podvozkem. Z modelu robota jsou ziskany vztahy pro maximalni teénou a otac¢ivou akceleraci, které mu

zarucujici pohyb bez smykani. Nasledné je popsan zpisob generovani drahy pro robota pomoci splajni

a vypocet minimalniho ¢asu potfebného pro prichod po této draze za uvedenych akcelera¢nich omezeni.

Nakonec se provadi optimalizace navrzené drahy pro minimalizaci ¢asu straveného na draze.

Uvod

V poslednich letech se v primyslu klade stile vét$i vyznam
na optimalizaci vyroby. Zkracuje se doba od vytvoreni poptavky
na trhu po dodani zboZzi zdkaznikovi a v silném konkuren¢nim
prostiedi jsou ceny produktl stlacovany az skoro na vyrobni na-
klady. Proto kazdé malé urychleni, zlevnéni nebo zefektivnéni vy-
roby mize znamenat i mnohondsobné vyssi zisk. Mobilni roboti
jsou v pramyslu nasazovani stéle ¢astéji a jejich ukol je prevazné
transportovat materidl nebo vyrobky mezi sklady a vyrobnimi
linkami. To je i jeden z diivodi pro¢ se v nasem ¢lanku zabyvame

optimalizaci trajektorie mobilniho robota.

N4s model robota vychézi ze systému robotického fotbalu Miro-
sot [1], ktery byl vytvofen pravé pro zdokonalovani v oblasti mo-
bilni robotiky. Soutézivé prostfedi robotického fotbalu vytvari
podklad pro intenzivni vyvoj a testovani novych technologii.

V systému robotického fotbalu Mirosot je definovan pravidly ma-
ximalni rozmér robota, jako krychle o hrané 8 cm. Do této krych-
le se musi vejit kola, motory, baterie i fidici elektronika s radio-
vym komunikaénim modulem. Z tohoto divodu neni mnoho
prostoru pro vybér druhu pohonu robota. Jako nejvhodnéjsi
se ukazalo usporadani s diferencidlnim fizenim (obr 1.), kdy je té-
lo robota osazeno dvéma nezavislymi koly. Toto usporadani
umoznuje nulovy polomér zaticky (robot je schopen se otoCit na
misté). Proti pfilisnému naklapéni je v pfedni a zadni ¢ésti pod-
vozku umisténa rolnicka s minimalnim tfecim odporem. O rol-
nicku se robot opird pouze v pripadé akcelerace, v opacném pri-
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Obr.1 Mobilni robot
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padé pusobi svou vahou na vozovku pres kola. Robot je velmi
rychly, miZe se pohybovat rychlosti pfes 2 m.s..

Matematicky model robota

Pro vytvoreni modelu s pfiméfenou sloZitosti jsme museli pri-
jmout nékolik zjednodusujicich pfedpokladii. V nasem pripadeé se
robot pohybuje po dokonale rovné plose bez smykani (k zabrané-
ni prokluzu slouzi dale uvedend omezeni na akceleraci) a zaned-
bavame valivy odpor kol a rolni¢ek. Kinematicky model robota
ma tvar

x =vcos(Q) v=V'+TV2
y=vsin(g) o= —Z(V‘b_v?)
¢=0 M

kde x, y a @ jsou souradnice a natoceni robota, v je te¢na rychlost,
o je otaciva rychlost robota a v; a v; jsou obvodové rychlosti kol.
Kinematicky model nim umoziuje urcit polohu a nato¢eni robo-
ta ze znalosti pocateéniho stavu a aplikovanych rychlosti kol. Je-
ho platnost je vSak omezena na situaci kdy nedochazi k prokluzu
kol, neboli neni pfekro¢ena maximalni treci sila mezi koly a po-
vrchem vozovky. K uréeni maximalni tfeci sily a potazmo maxi-
malniho mozného zrychleni robota byl vytvoren nasledujici dy-
namicky model robota.

ma, = Fi +F2 (2)

Obr.2 RozlozZeni trecich sil
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Je=(F-Fp2

2 3)
Kde te¢né zrychleni a; robota je uréeno jeho hmotnosti m a sila-
mi F), F> kterymi pisobi kola na vozovku z divodu zmény ry-
chlosti otaéeni kol (zrychlujeme nebo brzdime). Otacivé zrychle-
ni € je ureno stejnymi silami, rozchodem kol » a momentem
setrvacnosti J téla robota. Kola jsou vyrobena z tenkého hliniko-
vého plechu a proto je moment setrvacnosti kol zanedban. Maxi-
malni sila, kterou mize kazdé kolo prenést souvisi s tfeci silou Fry;
mezi koly a vozovkou a lze ji rozloZit na teCnou F; a norméalovou
S, pusobici na robota pri jizdé do zatacky, pri¢emz plati:

2 2 2
Fiy =F~+S5; @)
s="ve0 =12
2 (5)

Maximalni tfeci silu Frinax 1ze snadno vyjadfit pomoci normélové
sily Fiy kterou piisobi kazdé kolo na vozovku a koeficientu tfeni p:
Friax = Wy 6)
Pokud ale vezmeme v Gvahu na$ model mobilniho robota, neni
normaélova sila Fy konstantni, ale zavisi na te¢ném zrychleni ro-
bota. Je to dano tim, Ze pfi te¢né akceleraci dochazi k opirani ro-
bota o zadni rolni¢ku a tim se snizuje sila, kterou pisobi kola na
vozovku:

Fy =(g—|at|r;—h)% i=12 @

Kde r je polomér kol, /2 je vyska tézist€ nad osou otaceni kol a d je
kolma vzdalenost od osy otaceni kol k opérnému bodu, jak je vy-
znaceno na obr. 3.

Pokud dosadime rovnici (7) spolu s (6) do (4), dostaneme vztah
pro maximalni silu F; kterou mtize kazdé kolo prenést

2
m +h
Fi:?\/“z(g_latlfd J v
®)

Pokud vyuziva jedno z kol pravé tuto mezni silu a robot akcele-
ruje s teénym zrychlenim a, miZeme vypocitat aktualni pfenase-
nou silu druhého kola pomoci vztahu (2):

2
F =ma, - F, =ma, —ﬂ\/uz[g—kz,l reh ] o’
a dosazenim téchto sil do (3) dostaneme zavislost meznich hodnot
te¢ného a; a otacivého € zrychleni

2

(10)
nebo
2 el o 2:u2 g —Ja| o
mb ! "a (11)
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Obr.3 Bo¢ni pohled na robota, sily kterymi pisobi robot
na vozovku pii akceleraci
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Tyto rovnice fikaji, Ze pokud se bude robot pohybovat néjakou
okamzitou te¢nou rychlosti v a otdcivou rychlosti ®, mtzeme
snadno vypocitat, jak velkou te¢nou a otacivou akceleraci muize-
me pouzit, aniz by se robot zacal smykat. JelikoZ mame dvé akce-
lerace, které chceme spocitat, ale pouze jednu rovnici omezeni,
mame jeden stupeni volnosti a tim je pomér mezi témito akcelera-
cemi. Mlzeme vyuzit vSechnu prenositelnou silu pouze na zry-
chleni otacivé nebo na te¢né, a nebo miizeme tyto akcelerace roz-
délit v libovolném poméru vzhledem k uvedené rovnici.

Deklarace drahy robota

Existuji rizné zptisoby, jak popsat drahu robota a mnozstvi lite-
ratury, kterd se timto problémem zabyva [2], [3], [4]. Pro n&s
model robota jsme hledali takovy zptisob popisu drahy, ktery by
zarucoval spojity pribéh rychlosti (te¢né i otacivé). Takovou pod-
minku nesplfiuje napf. draha sloZena z kruznic a pfimek, kdy do-
chazi v bodé navaznosti dvou tsekil k nespojité zméné rychlosti
kol a tim k prekroceni maximalni dovolené akcelerace a k pro-
kluzu kol. Rozhodli jsme se proto k popisu drahy pomoci splajni
a modifikovali jsme metodu popsanou v [5], kde uvedeny model
umoznuje neomezené velkou otacivou akceleraci, kterd mtze zpt-
sobit prokluz kol. Hlavni rozdil nasi metody oproti [5] je v zapo-
¢itdni a omezeni otdcivé akcelerace podle (11), protoZe v nasem
modelu neni robot bran jako hmotny bod, ale jako téleso s neza-
nedbatelnymi rozmeéry.

Splajn je kfivka tvorend segmenty — polynomy rn-tého stupné.
V praxi se nejcastéji vyuzivaji kubické splajny, které jsou tvoreny
polynomy 3. stupné:
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Obr.4 Vytvoreni drahy pomoci dvou splajni x(«) a y(u)
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y(u):au3+bu2+cu+d (12)

Jednotlivé segmenty (polynomy) na sebe navazuji v uzlech a kaz-
dy splajn muze byt tvofen libovolnym poctem téchto segmentd.
Pouziti polynomu 3. stupné ndm zarucuje spojitou prvni a druhou
derivaci v uzlech.

Abychom byli schopni vytvorit libovolnou dvourozmérnou dra-
hu, musi byt pouzito parametrické vyjadfeni této kfivky, toho do-
sahneme kombinaci dvou splajnt x(u«), y(u) v zavislosti na para-
metru u.

Ve dvourozmérné reprezentaci splajnti tvori uzly tzv. kontrolni
body (control points — CP), kde na sebe navazuji vzdy dva seg-
menty pro kazdou osu. Kromé CP jsou je$té¢ vyznamnymi po-
¢atecni (SP) a koncovy bod (EP). Tyto dva body jsou diny po-
¢atecni polohou robota a mistem kam chceme dojet. Pocate¢ni
a koncovy smér lze prevést jako podminky na pomér hodnot prv-
nich derivaci v poc¢ate¢nim a koncovém bodeé.

Rychlostni profil

Pomoci predchoziho postupu jsme vytvorili drahu pro robota.
V dal§im kroku spoc¢itdme jak velkou rychlosti se po ni mizZe ro-
bot pohybovat a jak dlouho mu to bude trvat.

Pro vypocet rychlostniho profilu na draze potfebujeme znat kii-
vost drahy. Kfivost drahy « je definovana jako obracend hodnota
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Obr.5 Graf kfivosti drahy
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Obr.6 Graf maximalni povolené rychlosti v kazdém bodé drahy
(bez zavislosti na predchozi a nasledné rychlosti) pfi a, = 0
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poloméru zatacky nebo pomér otacivé rychlosti ku te¢né rychlos-
ti ®/v. Mizeme ji také spocitat z parametrického vyjadfeni drahy:
_ X0y W) -y @)x W
N2 e 32 )2
(x W)™ +y'(w) ) (13)

Maximalni rychlost, jakou se miZeme pohybovat v kazdém bodé
drahy, je mozné vypocitat z (11) a kfivky kfivosti drahy, kde po-
loZzime te¢nou akceleraci rovnu nule (g, = 0) a otacivou akceleraci

pouze tak velkou, aby pfi okamzité maximalni rychlosti byl robot
schopen kopirovat drahu (kopirovat zménu ktivosti drahy):

=g do=vdx dt:ﬂzvmmdlc:e ds
dt Vv Vinax (14)

kde dx je zména kfivosti a ds zména drahy:

w(u)

do_

ds(u) = x' ()’ +y'(u)2 du (15)

potom vysledna maximalni rychlost v kazdém bodé drahy je dana
vztahem

V(bl) = ugs (ll) A= 2_J
VARK @) + %)% @) mb 6
Vypocéitany profil maximalni rychlosti ndm d4va predstavu, jakou

maximalni rychlosti se robot miize v kazdém okamziku na draze
pohybovat, ale pouze pfi nulové tecné akceleraci (¢, = 0). Nyni

najdeme v grafu rychlosti lokalni minima. Jsou to body, v nichz je
kfivost zatacky nebo znéna kfivosti vysokd a robot musi snizit
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Obr.7 Tvorba rychlostniho profilu z bodi
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Obr.8 Vysledny rychlostni profil je dan kfivkami
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rychlost, aby tuto ¢ast projel. Pfed a za body s minimalni rychlosti
je mozné akcelerovat podle (11).

Takto vypocitame rychlostni profil z kazdého bodu minimalni ry-
chlosti. Vysledny rychlostni profil je pak dan kfivkami s nejnizsi
rychlosti (aby byl robot schopen snizit svou rychlost na droven
lokalnich minim).

Ze znalosti rychlostniho profilu na celé draze mtizeme snadno vy-
pocitat dobu, po kterou se bude robot po této draze pohybovat

= A W,

Start V(S) UStart V(u) ( 17)

Optimalizace trajektorie

Nasim cilem neni nalézt jednu drahu pro robota, ale ¢asové opti-

malni. Nalezli jsme sice nejkrat$i Cas, za jaky robot muize projet

danou drahu, ale tvar drahy mzeme také ménit. K tomuto ucelu

je vyuzita optimalizace polohy kontrolnich bodd. Kazdy kontrol-

ni bod je urcen x, y pozici, coz jsou 2 stupné volnosti. Pocet kon-

trolnich bodt zévisi pouze na naSem uvazeni. V praxi se osvédci-

lo pouziti 2 az 3 kontrolnich bodu jako kompromis mezi

preciznosti popisu trajektorie a vypocetni naroc¢nosti. Pro opti-

malizaci polohy kontrolnich bodi jsme pouzili simplexovou me-

todu Nelder-Mead [6], kterd je vhodna na feSeni nelinedrnich

problému, jako je tento. Kritériem optimality je ¢as potfebny na

projeti drahy. Optimalizaéni proces probiha takto:

1. Nastaveni pocatecnich hodnot kontrolnich bod

. V§pocet polynomi pro vytvoreni splajnt

. Uréeni kfivosti drahy

. Vytvofeni rychlostniho profilu

. V¥pocet ¢asu

. Zména polohy kontrolnich bodt optimaliza¢ni metodou a na-
vrat k bodu 2.

ANVt AW

Zhodnoceni a zavér

Predstavili jsme kinematicky a dynamicky model mobilniho ro-
bota. Z dynamického modelu jsme ziskali akcelera¢ni omezeni,
které zarucuji pohyb robota bez smykani. Draha je popsana po-
moci kubickych splajnd a optimaélni rychlostni profil robota na
dréze je uréen pomoci vypoctenych akceleratnich omezeni. Caso-
va optimalizace drahy je provadéna zménou polohy kontrolnich
bodu simplexovou metodou Nelder-Mead. Podle uvedeného po-
stupu se nam podarilo vytvorit algoritmus, ktery je schopen spo-
¢itat Casové optimalni drahu mobilniho robota bez prokluzu kol
z pocatecni do libovolné koncové pozice. Optimalizacni proces je
vypocetné ndrocny, vypocet jedné optimalni trajektorie trva
na pocitaéi s procesorem P4 3 Ghz fddové stovky milisekund.
Proto nebylo mozné zaimplementovat tento algoritmus do systé-
mu robotického fotbalu Mirosot pro poéitani trajektorii v real-

[l AT&P journal 2/2006

ném case. Je vsak mozné vytvorit dostate¢né velkou mnoZzinu
riznych feSeni pfedem a pfi aplikaci pak pouzit interpolaci pred-
pocitanych hodnot. Existuji vak i aplikace kde tento nedostatek
nemusi vadit. Robot se mtze pohybovat po stéle stejné draze ne-
bo je mezi jednotlivymi jizdami na vypocet optimalni drahy dos-
tatek casu.

Tento vysledek byl ziskdn za financniho prispéni Ministerstva Skolstvi,
mlddeze a télovychovy v rdmci podpory projektu vyzkumu a vyvoje
IM0567.
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